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Kedves felhsznalok!

Osszedllitottam néhény feladatot a tanarszakos hallgatok egyetemi anyagabél,
melyben intenziven lehet hasznalni néhany olyan funkcidt, amelyek az utébbi
néhany évben jelentek meg a kisebb teljesitményt zsebszamoldgépeken.
Ilyenek a szumma, a hatarozott integral és a derivalt numerikus meghatarozasa,
illetve néhany alapvetd eloszlas értékeinek kiszamitasa, mint a normalis-,
binomialis-, Poisson-eloszlas. A feladatok féiskolai-egyetemi ismereteket
hasznélnak fel, de nem 1épnek tdl az alap eloszlasok varhaté értékének és
szordsanak ismeretén, valamint a Markov- és Csebisev-egyenlétlenségen.
A legszebb és legpontosabb kozelitéseket persze a centralis hatareloszlas-tétel
alkalmazasaval kapjuk.

A CASIO x-991 CEX zsebszamolégép alkalmazasaval elfelejthetjiik a
tablazatok hasznalatat, legalabbis az alapvetd eloszlasok esetében.
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1. HASZNALJUK A SZUMMA GOMBOT

1.1. Feladat

Felvaltva dobok egy piros és egy fehér dobdkockaval, a pirossal
kezdve. Addig dobok veliik, amig a pirossal parost nem dobok, vagy a
fehér kockan dobott szdm oszthato lesz hdrommal. Legyen X az ehhez
sziikséges dobasok szama. Adjuk meg X eloszlasat és varhat6 értékét!

1.1. Megoldas

Készitsiink tablazatot a keresett valoszintiségekhez! Egy paros dobas valdszintisége persze 1/2, hiszen
P(2 vagy 4 vagy 6) = 1/2 és P(3 vagy 6) = 1/3.

Annak valészintisége, hogy elsdre parost dobunk 1/2. Akkor fejezziik be masodik dobdassal, ha elsére
nem parost dobunk és masodikra harommal oszthatét, azaz 1/2 - 1/3 = 1/6. Nézziik meg annak
valdszintiségét, hogy az 5. dobasra fogjuk befejezni. Ekkor az egyes dobasok valészintisége sorban 1/2,
2/3,1/2,2/3 és végiil 1/2. A valoszintiség 1/2 - 2/3 - 1/2 - 2/3 - 1/2 = 1/18. Folytatva a tablazat kitoltését
az alabbiakat kapjuk.

Dobasok szama | Valoszinlség

1 1/2
1/2-1/3=1/6
1/2-2/3-1/2=1/6
1/2-2/3-1/2-1/3=1/18
1/2-2/3-1/2-2/3-1/2=1/18
1/2-2/3-1/2-2/3-1/2-1/3 =1/54
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2i-1 (1/3)i-1-1/2
2i (1/3)- 1/2

" i-1 - i
A vérhat6 érték E =) (2i—1) [% -1+Zzi-(1j 1
Py 3 2 O 3) 2
Rengeteg kiilonboz6 lehetdség kinalkozik egy ilyen Osszeg kiszamitasara, de az egyik leggyorsabb a
zsebszamoldgép hasznalata. Zsebzamoldgéppel persze nem fogunk végtelenig Osszegezni. Kiilon
modszertani kérdés lehet annak megvalaszolasa, mikor meddig érdemes egy ilyen szummat dsszegezni,
hogy elegendden pontos eredményt kapjunk. Ezt a kérdést most nem valaszoljuk meg, de fels6 értéknek
a 100 valasztasa boségesen elegendo lesz.
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A két Osszeg:

(Megjegyzés: a szamologép azokat a kifejezéseket 0sszegzi, amelyek a gép altal adott nyitd és csuko
zardjelek kozé esnek!)

Tehat az atlag a két szumma Osszege, azaz §+ Z = o =2,25.

Kiegészités:
Természetesen hasonld eredményre juthatunk némi szamolassal is. Emlékeztetiink arra, hogy a mér-
tani sor Osszege |p| < 1 esetén:

l+p+p +p +...= ha |p[<1

b
1-p
Egy X valdszinlségi valtozé geometriai (Pascal) eloszldsu, p paraméterel, ha
P(X=i)=(1-p)"-p ahol i=1,...,0
N i1 1
Egy geometriai eloszlasu X valdszintiségi valtozé varhatod értéke E(X) = Zi p- (1 - p) e
i=1

Kicsit atrendezziik a feladatban a varhatd értékre kapott dsszegeket.

i—1 i
a 171 & (1)1
E=YQi-1)|=| =+Y2i:|=| ==
;( )(3j 2 ; [J 2

* Egy p = 2/3 paraméter(i geometriai eloszlds varhato értékének a kétszerese.
** Egy geometriai sor dsszegének a fele.

Természetesen ugyanazt az eredményt kaptuk, mint a szamoldgép segitségével.
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1. HASZNALJUK A SZUMMA GOMBOT

Feladat 1.2.

A magyarorszagi kalsszikus lottén 90-bél 5-6t szamot
kell bejelolni, és a hétvégén kihtiznak 5 szamot. A huzas
utdn ezeket noévekvé sorrendben teszik kozzé. Legyen
az Ot szam x <x, <x, <x, < Xx,.

a) Egyszert kérdés az, hogy mi lesz a kihuzott kozépsé
szamok étlaga, azaz E(x,).

b) Mennyi a kihuzott legkisebb szamok 4tlaga, azaz
E(x))?

Megoldas 1.2.

a) Szimmetria miatt konny latni, hogy a kdzéps6 szam
véarhato értéke, E(x,) = 45,5.

b) Erre a feladatra nem annyira nyilvéanval6 a vélasz, mint az a) részre. Irjuk fel annak valdszintségét,
hogy a legkisebb kihtizott szdm i és x, varhat6 értékét:

90 —i s (90—i
) 2
P(i)=~——~ E(X)=——Fr——~

) )

Vo [ A&
[ ] ]
Zsebszamologéppel 6sszegezve: E(X,) = % = 15%. ;A::] ((90—x)Caxx) —~ (&
(Ovatosan vigyiik be az 6sszegzést, tigyeljiink a zarojelek ﬂ
hasznalatara!) 6

Kiegészités:
Hogyan lehet megkapni az 6sszeget szdmoldgép hasznélata nélkiil? Irjuk fel a kifejezés szdmlalojat,
szumma jelek nélkl.

2,{9@4—1}:1.(849j+2.[83+3m+...+84.[ZJ+85.@+86.@
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5 4
A kifejezés végén irhatunk (5} -0ta [J helyett, a szorzét pedig érdemes 86 = 85 + 1 alakba irni, hogy

5 5 6
alkalmazhassuk a Pascal-haromszog képzési szabalyat {4} +(5) = (SJ Hasonldan folytatva kapjuk,

hogy
8 (90—i 89 88 87 6 5 5 5
Zi-( ]:1-( J+2-( j+3-( ]+...+84-( j+85-[ ]+85-[ J{ ]:
~ | 4 4 4 4 4 4 5/ |5
7
89 88 87 6 6 6 5
=1 +2- +3- +...+84- +84-| |+ + =
= + + Sarrre o I B ) I B R
5 5 5 5 5 5 5 6
Az utolso 1épésben az tigynevezett zokini (vagy csizma) szabalyt hasznaltuk a Pascal-haromszogben.

6] 5

1
A varhato érték TR ISE , ahogy azt a szamoldgéppel is kaptuk.

Megjegyzés 1.: Ha egy kicsit mélyebben belegondolunk, akkor lathatjuk, hogy nem csupdn a kozépso
szam helyezkedik el szimmetrikusan az 1, ..., 90 szamok ko6zott, hanem a kihtzott szamok atlagai is. Az
atlagok igyekeznek egyenletesen kitolteni a rendelkezésre allo teret, és ezért a rendezett szamotosok

1 2 3 4 5
tagjainak varhato értékei (atlagai) rendre a kovetkezok lesznek: 15 g 30 P 45 o 60—; 75-—.
Megjegyzés 2.:

1957-t61 2017 december 7-ig 3170 lottéhuzas volt. A tapasztalati atlagok nagyon jo egyezést mutatnak
az elméletileg vart értékekkel.

15,03470032; 29,9340694; 45,66340694; 60,5659306; 75,48832808
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1. HASZNALJUK A SZUMMA GOMBOT

Feladat 1.3.

Egy szabalyos oktaéder lapjait megszamoztuk 1-t6l 8-ig, és
addig dobunk vele, mig 5-nél nagyobbat kapunk. Hatarozzuk
meg a dobott szamok 6sszegének varhatd értékét!

Megoldas 1.3.

Nyilvdn minden érték 1/8 valészintiségli. Az is nyilvanvalo,
hogy nincsen esélyiink minden egyes eset valdszintiségének
a felirasara. Példaul ha csak 10-re dobunk 5-nél nagyobbat,
akkor eldtte, 9 - 1 = 9-t6l 9 - 5 = 45-ig mindenféle Gsszeg
el6fordulhat kﬁlénbéz& esélyekkel Legyen X a kivént

//////

tételét.

Ha {A} egy teljes eseményrendszer és ismerjiik az egyes varhato értékeket az eseményrendszer egyes es-
emenyelnekbekovetkezte esetén (jelolje E(X |A ), akkorateljes varhato érték E(X) = ZE(X | A, ) P(A )
ahol j a teljes eseményrendszer minden 1ndexen végigfut.

Viszonylag konnyt felirni annak valésizniiségét, hogy el6szor j-re fogunk 5-nél nagyobbat dobni,
jelolje ezt A Ezek az események persze paronként kizdrjak egymadst, ugyhogy vélaszthatjuk ezeket
teljes eseményrendszernek, és az atlagokat sem nehéz felirni.

Dobasok szama A, val6szintisége Az dtlag A esetén
1 3/8 7
2 5/8 - 3/8 3+7
3 5/8-5/8-3/8 3+3+7
4 5/8-5/8-5/8-3/8 3+3+3+7
i (5/8)~1.3/8 3(i—1)+7
i+1 (5/8) - 3/8 347

Kapjuk hogy E(X) =z§ (—j -(3i+7). — _

g

1oy 3 5
Szamologéppel 100-ig Osszegezve a szumma értéke 12. E [ E] X {(3x+7) ]

12




1. HASZNALJUK A SZUMMA GOMBOT

Kiegészités:

Hasonl6 algebrai atalakitasokkal, mint amelyeket korabban mar hasznaltunk kapjuk, hogy

w i w i-1 " i
E(X)= 3 (2 .(3,'_,_7):3.2.22. 2 .,'.,.7.2.2 > :3.§.§+7.2.§:5+7:12
=3 \8 8 =8 \8 8 =\ 8 8 3 8 3
_ N

* Ez az 0sszeg egy 3/8 paraméter(i geometriai elsozlds varhato értéke.

** Ez egy mértani sorozat dsszege.
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2. A CENTRALIS HATARELOSZLAS-TETEL

Ismert tény, hogy ha egy kisérletet sokszor ismétliink és az eredményeket Osszeadjuk, azaz egy
valdszintiségi valtozo példanyait dsszegezziik, akkor hatareloszlasként normalis eloszlast kapunk. Van
persze néhany feltétel, de ezek a példak tobbségében teljesiilnek. Ha a valdszintségi valtozok 0sszegét
standardizaljuk, akkor a hatareloszlas a standard normalis eloszlas lesz.

[ ey e e Y ¥ Oy e —

" W ¥ 2

.- - i, _nble
it

[ - - . . .

F = n Y

Néhany valoszintiségi valtozo osszegének stirtségfiiggvénye (forras wikimedia)

Feladat 2.1.

Becsiiljitk meg annak valoszintségét, hogy egy szabalyos érme
feldobasa soran 4900 kisérletbdl legfeljebb 2422 fej lesz.

Megoldas 2.1.

Nyilvanvalo, hogy a kivant valészintiséget fel tudjuk irni, és
mas modon (pl. Wolfram) ki is tudjuk szamitani,

24222 4900 1 i 1 4900—i 0216
=\ i 2) 2 o

de a szamoldgépbe beiitve hibaiizenetet (ERROR) kapunk.

Nem rontottunk el semmit, de a szamok nagysagrendje

meghaladja a szdmologép kapacitdsat.

vor B
Matematikai HIBA

[AC] :Mégsem
[«][»]:Ugras

CASIO.
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4900
A képletben szerepld ( ' j példaul nagyon nagy, ha i elég nagy.
i

Hogyanszamolhatjuk ki mégis a kivant valosziniiséget?

Lépjiink be a 7:Eloszlas meniibelépjiink eggyel lejjebb a nyillal és valasszuk az 1:Binomialis KE, azaz a
binomialis elsozlds kumulalt értékeit, és az alapadatok 2:Valtozok szerinti megadasat.

Mend (7) @ (1] (2

Ha megadjuk a feladatbeli adatokat, akkor megkapjuk a

@
kivant valaszt a valszinliség értékére. Binomialis KE
X : 2422

S 2] (3 - i

i=0 ! 2

Hogyan szamolhat a szamologép? Nyilvan nem képes hatalmas szamokkal mtveleteket végezni.
Nézzitk meg, hogyan szamolnank, ha nem allna rendelkezésre kozvetleniil a binomialis eloszlas.

Jelolje a szokasoknak megfelelden a fejek szamat X 4900 dobasbdl. Mint mar korabban is elmondtuk,
ez egy 4900-ad rend 0,5 paraméterti binomialis eloszlas, ezért tekinthetem ugy is, hogy 4900 darab
elsérendi 0,5 paraméterti eloszlas 6sszege (Bin(1; 0,5)), amelyik viszont mar kozel normalis eloszlasa
a centralis hatarelsozlas-tétel miatt. Mi a gorog u és o betliket hasznaljuk a standard normalis elosz-
las varhato értékének és szorasnégyzetének a jelolésére, amit roviden N(y, 0%)-tel jelolink. A mostani
példéban = E(X) = n-p =4900 - 0,5 = 2450 és a szords 0 = D(X) =/npq =+/4900-0,5-0,5 = 35.

X—u 2422-2450
<

P(X <2422)=P
o 35

]: P(X,, <—0,8) = D(~0,8) =1—d(0,8) ~ 0,212

A 0,212 eredmény viszonylag jo a korabban szamitott 0,216-hoz képest, az eltérés a két érték kozott
kisebb, mint 2%.

A szamoldogép segitségével is meghatarozhatjuk a normalis eloszlas

|MENU| l 7 I 2 értékét a kivant helyen. Valasszuk a normalis eloszlas kumulalt

értékeinek a meghatarozasat, és adjuk meg a megfelel6 értékeket.

Normal KE
Fels6:2422
o : 35




2. A CENTRALIS HATARELOSZLAS-TETEL

Feladat 2.2.

Egy konferencia 100 vendége vesz részt az {innepi
vacsoran. Mindenki két étel koziil valaszthat, legyenek
ezek A és B. Feltessziik, hogy a két fajta étle egyforman
népszerli, azaz Mindenki egymastol fiiggetleniil
0,5-0,5 valdszintiséggel valasztja az A vagy a B
vacsorat. Hany adagot kell készitsen a konyha, ha azt
szeretnénk, hogy 90% valdszintséggel mindenkinek

jusson az altala valasztott vacsorabol?

Megoldas 2.2.

Jelolje Z, azt, hogy hany ember vélasztja az A meniit! Ekkor Z persze binomialis eloszlasu, ahol n = 100
és p = 0,5. Ezzel egyiitt 100 — Z azok szama, akik a B meniit valasztjak. Mind Z-re, mind 100 — Z-re

teljesiilnie kell, hogy 0,9 valoszintiséggel be kell kovetkezzen, tehat meg kell hatdrozni azt a legkisebb &
k (100 oo
értéket, melyre Z - 1-0,5°-0,577" >0,9.
i=o\ !
Ez utébbit mar tudjuk szamolni a szamol6gép szumma gombjanak segitségével. Lathtjuk, hogy 60 adag
nagyon sok, 55 még éppen kevés és 56 elegendo.

Vo7 O A Vo @ A

60 . ~100 3 « ~100
zoclooc:z)fz zé(looc:z)fz
A= xr=

0, 982 399899 9 0, 864 373 48
56 vor B A
zé (100Cx) =210
x=

0, 903 326 047 8

Természetesen ugyanezt az eredményt kapjuk, ha hasznaljuk a szamologép eloszlasokat tartalmazo

Meng (7) @ (1] (2)

meniijét.
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Binomialis KE p=
x =
N : 100
:0, 5

0, 903 326 046 3

Hasznalhatjuk a centralis hatdreloszlas-tételt is, a tervszer(i probalgatas helyett.

A varhatd érték és a szoras ismert,

E(Z)=np=100-0,5=50 és D(Z)=+/npq =~/100-0,5-0,5 =25 =5

és keressiik az eloszlasfiiggvénynek azt az értéket, melyre a valdszinliség még 0,9 alatt marad,
P(Z < x)<0,9.

MENU] | 7] (3

A normialis eloszlas inverze alapjan

Inver% normal XInv=
_ler 0,9 |
o] -3
: 50

56, 407 75819

Az als6 hatar tehat a kozelitd formula alapjan 56,408 értéket, felfelé kerekitve 57-et kapunk, amely
minddssze eggyel tér el a pontos értéktol.

Kiegészités:
Ugyanerre az eredményre jutunk, ha a szamologép nélkiili 7_E x—50
uton jarunk, és csak a hagyomanyos tablazatot hasznaljuk. P D < 5 >0,9
Ebben az esetben mindig sziikséges az adatok standardizala- X —50
sa, azaz y = 0 és 0 = 1 bedllitasa, majd a kapott eredmény p [Zstd < >0,9
visszatranszformaldsa. [x _50

) >0,9

5
x—50

>®d7(0,9) ~ 1,28

x>5-(1,28)+50
x>56,4

CASIO.




3. MARKOV- ES CSEBISEV-EGYENLOTLENSEG

Emlékeztetoiilfelidézziik a két egyenlétlenséget.

Markov-egyenlotlenség
Ha X nemnegativ val6szinliségi valtozo és létezik E(X) varhato értéke, akkor

E(X

P(X>a)< ), barmely a > 0.

Csebisev-egyenlétlenség
Ha X egy valoszintiségi valtozo, melynek létezik E(X) varhat6 értéke és D(X) szdrasa, akkor

D*(X

P(|X— E(X)| > b) < ), minden b > 0 esetén.

Feladat 3.1.

200-szor loviink egy céltabléra, és minden lovéssel 0,4
valdszintséggel talaljuk el. Jelolje X a taldlatok szamat. Becsiild
meg a P(X > 92) valdszintiséget!

Megoldas 3.1.

A lovések szama binomialis elosz-
last kovet E(X)=np=200-0,4=80 ¢és

D*(X)=np(1— p)=200-0,4-0,6 =48 .

" . . 80 20 . . .
a) A Markov-egyenl6tlenség alapjan P(X 292)=P(X >92)<—=—~0,8696. Mindenki érezheti,
hogy ez a becslés nagyon gyenge. 92 23

b) Hasznaljuk a Csebisev-egyenldtlenséget:

~ﬁ=lz0,1667
6

P(X292):P(X—E292—80):P(X—EZIZ):%P(|X—E|212)£ =

N | =

Ez a becslés mar sokkal pontosabb, de még mindig nagyon messze van a valdsagtol.

c) Haszndljuk a korabban megismert hatareloszlas-tételt, mert a korabbi esetekben egész pontos ered-
ményt szolgaltatott.

A 7-es mentiben vélasszuk a 2. opciét (Normal KE), azaz a normalis (Kumulalt eloszlas) részt és allit-
suk be a paramétereket.

CASIO.




3. MARKOV- ES CSEBISEV-EGYENLOTLENSEG

Normal KE
Also :0
Fels6:92

o vV (48)]

0, 9583677416

Ne felejtsiik el, hogy P(X >92) =1-P(X <92) =1-F(92) és a szamoldgép az F(92) érétket adja meg.
Ez azt jelenti, hogy P(X >292)=1-P(X <92)=1-F(92)~1-0,9584 =0,0416.

Kiegészités:

Ugyanezt az eredményt kapjuk, ha hagyomanyosan standardizalunk,

Normal KE
Also :-10

Felst6:1, 732
Lo 1 ]

P(X>92)=P(X>92)=P

= P(X,2V3)=1-P(X,, <3)~1

0, 9583677416

j:

X—E>92—80

D 48

—@(x/g)zl—o,9584:0,0416

d) A CASIO szamoldgéppel akar a P(X > 92) konkrét valoszintiséget is meghatarozhatjuk. Valasszuk a

7. menuben a kumuldlt binomidlis eloszlast,

Binomialis KE
X : 01
N : 200

0, 9508152896

P(X>92)=1-P(X <92)=1—F(91) ~1-0,9508 = 0,0492

Ismét lathatjuk, hogy a centralis hatareloszlas-tétel mar nagyon jo becslést eredményez.

CASIO.



Feladat 3.2.

Legyenek X , X, ... X  fliggetlen, azonos eloszlasu valoszintisé- y

gi valtozok és stiriségfiiggvénytik

1-|x|, haxe[-1;1 1
f- el 1)
0 egyébként
Adjunk becslést a P(X, + X, +...+ X, 210) val6szin(iségre a 5 ] >

Csebisev-egyenlétlenség segitségével.

Megldas 3.2.

Szémoljuk ki az E(X) varhato értékekeket.
0 1
Definicid szerint a varhatd érték a kovetkez6 integral, J- x-f(x)dx = Ix(l - |x|) dx de ennek értéke 0,

—o0 -1

mert az 1—|x| fiiggvény szimmetrikus az y-tengelyre (paros fliggvény).

2
A sz6ras definicidja szerint D*(X) = E(X*) - E*(X) = I x* - f(x)dx —( I x- f(x) dx)

vEr [ A

Jilxzx(l—lxl)dx

Hasznalhatjuk a szamologép integral funkcidjat, és kapjuk,

hogy D*(X) = .

Természetesen ugyanezt az értéket kapjuk, ha elvégezziik az
integralast, az analizisb6l ismert modon:

X L Lo Lo . 25 2x41 P
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Térjlink vissza az eredeti kérdésre. A Csebisev egyenldtlenség alapjan a kovetkezo becslést kapjuk:
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Pontosabb becsléshez hasznalhatjuk a centralis hatareloszlas-tételt. Legyen Z =X + X, +..+ X, .

Korabban kiszdmoltuk, hogy u=E(Z)=0 és o’ =D*(Z) = % ~16,6667 = o =D(Z)~4,0825.

CASIO.




3. MARKOV- ES CSEBISEV-EGYENLOTLENSEG

Hasznaljuk a kiszamolt pramétereket, a P(Z >10) =1—P(Z <10) Osszefliggést és a zsebszamologépet.
A szokasos 7. meniiben kapjuk, hogy

v
Normal KE P=
Fels6:10
o : 4, 0824 0, 9928470607

P(Z>10)=1-P(Z <10) ~1—0,9928 =0,0072

Kiegészités:
Ha ragaszkodunk a hagyomanyos standardizalashoz, akkor is hasonl6 eredményt kapunk.

P(Z210)=1-P(Z <10)=1-P| Z_ <12 =1-P(Z,, <\6)~1-0,9928=0,0072
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A Csebisev-egyenl6tlenség segitségével kapott becslés é ~ 0,0833 volt, amelyik kb. egy nagysagrend-

del rosszabb, mint amit a centralis hatarelsozlas-tétel segitségével kaptunk.

CASIO.




