10.

Elemi feladatsorok; 2G

. Hanyféle végeredménye lehet egy olyan futéversenynek, melyen 90-en

vesznek részt és az els6 Ot helyezést rogzitik?

Hényféle lottohuzas lehetséges az 6t6s lotton (ahol az elsd 90 szam koziil
hiznak 5-6t)?

Ha minden lehetséges modon toltesz ki szelvényt, hany harmasod lesz?
Minden hényadik embernek ugyanaz a bankkartya- PIN-kodja?

Héany autonak kell forgalomban lennie Magyarorszagon, hogy 4j rend-
szamtabla rendszert kelljen bevezetni?

Egy szaz elemi halmaz részhalmazrendszere ldnc, ha az els6 egy elem,
a masodik két elem és tartalmazza az el6z6t, a harmadik harom elem
és tartalmazza az eléz6t s.t.b. az utolsd lancszem széz elemd. Hany
ilyen részhalmazrendszer 1étezik? Hény olyan van, melynek egyik lanc-
szeme a 30 alatti primszamok halmaza?

Héarom dobodkockaval dobunk. Hany lehetséges olyan kimenetel van,
melyben nincs két egyforma dobés? Mi a helyzet 5 kocka esetén? 7
kocka esetén?

Hany otbettis - nem feltétleniil értelmes - sz6 allithato Ossze két A és
harom B betd felhasznalaséval?

. Hany Gtbetiis sz6 allithatd Gssze az A és a B betii felhasznélasaval?

Az 1,2,3,4,5 és a 6 szamokbol hatjegyii szamokat készitiink. Hény
hattal oszthato lesz kozottiik? (Minden szamot csak egyszer hasznal-
hatunk fel).
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A sakktabla bal also sarkabol a jobb fels6 sarokba hanyféle utvonalon
juthat el a jobbra vagy felefelé egy 1épést tevs babu?

Egy sakktablara nyolc béastyat akarunk gy elhelyezni, hogy egyik se
iisse a méasikat. Hanyféleképpen tehetjiik ezt meg?

Miklos észrevette, ha az iskola husz 1épcsjén gy rohan fel, hogy négy-
szer harom lépcséfokot, négyszer két lépceséfokot ugrik, akkor aznap
nem felel. Hany napig tiszhatja meg Miklos a felelést, ha egy valtozat
csak egyszer hat?

Egy teszt tiz kérdésbdl 4ll, minden kérdésnél harom lehetGséget adnak
meg (amibdl csak egy helyes). Hanyféle modon tolthets ki a teszt?

Az el6z6 feladatban mi az esélye annak, hogy véletlenszertien kitoltve
a tesztet 80 szazalékos eredményt értink el?

Egy szabalyos tetraédernek az egyik lapja fehér, a tbbi fekete. Otszor
elguritva, mekkora annak az esélye, hogy legalabb haromszor lathato
lesz ez a fehér lap?

A szamegyenes nulla pontjaban allunk. Pénzfeldobassal dontjik el,
hogy pozitiv vagy negativ iranyban lépiink 1 egységnyit. Tiz dobéas
utdn mekkora annak az esélye, hogy tjra az origoban allunk?

Csaba nagypapaja minden csiitortokon 7 siiteményt vasarol abban a
cukraszdaban, ahol ladlabat, dobostortat és képvisel6fankot arulnak
(mést nem). Csaba azt szeretné, ha két ladlabat, harom dobostor-
tat és két képvisel6fankot kapna. Mekkora az esélye, hogy teljesiil a
kivansaga?

Leszamlalos feladatok

Mikor lehet lefedni egy m x n-es sakktablat 1 x 2 dominokkal atfedés-
mentesen?
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Egy csonkitott sakktabla 5 fehér és 5 fekete kockat tartalmaz. Biztosan
lefedhets 1 x 2-es domindkkal? Csonkitott egy sakktabla, ha néhany
mez6 elhagyésaval megkaphatd a 8 x 8-as sakktablankbol gy, hogy a
megmaradt tabla nem &all tébb darabbol, vagyis Gsszefliggd.

A 8 x 8-as sakktabla két atlos kockajat (tehat al-et és h8-ast) kivagjuk.
Lefedhets 1 x 2-es dominokkal?

Hényféle modon fedhets le egy 2 x n-es sakktabla 1 x 2-es domindkkal
atfedésmentesen?

Hany olyan egymashoz nem hasonlé haromszog van, amely tompaszo-
g, tovibba nem egyenld szard, és mindegyik szoge fokokban meérve
egész szamot ad?

Nevezziik E-Cantor halmaznak az olyan természetes szamokat tartal-
mazo6 halmazt, amely elemei a 3-as szadmrendszerben csak a 0-t és a
2-es szamjegyet tartalmazzék. Becsiiljiik meg, hogy N-ig hany eleme
van ennek a halmaznak!

Egy (szamozott) N pontt graf minden élét két szin (piros, kék) egyi-
kével megszinezziik. Hanyféle modon tehetjiik ezt meg?

Hény olyan szinezés van az eléz6ek koziil, melyben az 1,2,4,...,1024
pontok alkotta teljes részgraf élei egyszintiek? (N > 1023)

>(0)-(1)

Igazoljuk, hogy

(neN; ieN.,)

Igazoljuk, hogy

(-2

ha k € N.
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Az el6z6 két feladat segitségével adjuk meg zart alakban az
124224+ ...n?
Osszeget)!

Készitsiink n? elembdl &llo olyan szamsorozatot, melyben nincs n-nél
hosszabb monoton részsorozat!

Mutassuk meg, hogy egy 5 tagi valos szamsorozat elemei koziil kiva-
laszthatd egy 3 tagi monoton részsorozat!

Kombinatorika a geometridban

Egy kor keriiletén adott 2000 olyan pont, melyek kozott nincs kettd,
amelyik egy atmérén fekiidne. Igazoljuk, hogy ekkor van olyan atmérs,
amelyik ketté egyenld méretd ponthalmazra osztja a megadott ponto-
kat.

Mutassuk meg, hogy egy konvex sokszog két egyenld teriiletd részre
bonthato

a.) adott iranya egyenessel

b.) adott ponton atmend egyenessel!

Bizonyitsuk be, hogy a sik pontjait két szinnel szinezve van két olyan
azonos szind pont, melyek tavolsaga !

* Bizonyitsuk be, hogy a sik pontjait harom szinnel szinezve van két
olyan azonos szind pont, melyek tavolsaga 1!

Bizonyitsuk be, hogy a sik pontjait ki lehet szinezni hét szinnel agy,
hogy nincs két azonos szinti pont, melyek tavolsaga 1!

* Igazoljuk, hogy a tér pontjait két szinnel szinezve, talalhato olyan sza-
bélyos haromszog a térben, melyek csticsai azonos szintek, és oldalaik
1 hosszusaguak!
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Adott 6t altalanos helyzetii pont a sikon, (vagyis nincs kozottiik ha-
rom egy egyenesen). Igazoljuk, hogy ekkor kivalaszthato koziiliik négy,
melyek egy konvex négyszog cstcsait alkotjak!

Adott 6t altalanos helyzetid pont a sikon. Igazoljuk, hogy ekkor kiva-
laszthato koziiliik hdrom, melyek egy tompaszogi haromszog csticsait
alkotjak!

Igazoljuk, hogy egy adott ellipszis belsejében fekvs tetszéleges P pon-
ton keresztiil hiizhaté olyan har, melyet a P pont felez!

Adott n > 5 altalanos helyzetd pont a sikon. Igazoljuk, hogy ekkor
kivalaszthato koziiliik legalabb %(Z)—féleképpen 4, melyek egy konvex
négyszog csucsait alkotjak.

Adott véges sok pont a sikon. Kossiik 6ssze barmely kettst egy egye-
nessel és rendeljiik hozza az ehhez az egyeneshez a hozza legkozelebb
es6 pontot az adott pontok koziil - ami nem illeszkedik az egyenesre.
Jelolje d. minden egyes ilyen e egyenesnek a legkozelebbi ponttol vett
tavolsagat. Bizonyitsuk be, hogy ha a legkisebb ilyen tavolsagra d. > 0,
akkor az e egyenesen pontosan két pont van az adott pontok koziil!

Adott egy véges sok ponti ponthalmaz a sikon. Bizonyitsuk be, hogy
ha barmely ketts pontot 6sszekotd egyenesen van egy harmadik pont a

ponthalmazunkban, akkor minden pont egy egyenesre illeszkedik!

Igaz-e az el6zd feladat tgy is, ha a ponthalmaz végtelen sok pontbol
all?

Kombinatorika a szamelméletben

Hany 3-tagt szamtani sorozat van, melynek elemei N-nal nem nagyobb
pozitiv egészek?

Hény k-tagt szamtani sorozat van, melynek elemei N-nal nem nagyobb
pozitiv egészek?
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99.

96.

Az 1,2,...,9 szdmokat két szinnel megszineztiik. Igazoljuk, hogy ek-
kor van olyan nem-konstans 3-tagii szamtani sorozat, melynek minden
eleme azonos szinti!

Adott n 4+ 1 olyan n-dimenziés vektor, melynek koordinatai 0 vagy
1 (n > 3). A kovetkezd (mod 2) Gsszeadas van érvényben: két vektor
ilyen 0sszegében az azonos helyen all6 koordinatakat a 0+0 = 0; 041 =
14+0=1; 1+ 1 = 0 szabaly szerint adjuk Gssze. (Binaris, Zs-beli
osszeadés.) Bizonyitsuk be, hogy az n + 1 vektor koziil kivalaszthato
néhany, melyek osszege a (0,0, ...,0) vektort adja!

Adott 6t szam, melyeknek nincs 10-nél nagyobb primosztoja. Igazoljuk,
hogy kivalaszthaté koziiliik néhany, melyek szorzata egy négyzetszam!

Igazoljuk, hogy 0t egész szdm koziil mindig kivalaszthaté hdrom, me-
lyek Gsszege oszthaté harommal!

Igaz-e, hogy 2n — 2 egész szdm koziil mindig kivalaszthatoé n, melyek
Osszege oszthatd n-nel?

Igazoljuk, hogy ha 2n-ig megadunk n+1 szamot, akkor a szamok kozott
lesz két olyan, melyek egymashoz relativ prim szamok! Igaz-e az allitas
n + 1 helyett n-re?

Igazoljuk, hogy ha 2n-ig megadunk n+1 szamot, akkor a szamok kozott
lesz két olyan, melyek koziil az egyik osztja a méasikat! Igaz-e az allitas
n + 1 helyett n-re?

Grafelmélet

Bizonyitsuk be, hogy egy hattagi tarsasagban mindig talalhaté hdrom
ember, akik paronként ismerik egymaést, vagy harom olyan ember, akik
paronként nem ismerik egymaést! (Az ismeretség kolesonds. )

Igaz-e az el6z6 allitas, ha a tarsasag ottaga?

Bizonyitsuk be, hogy egy hat pontu graf éleit pirossal/kékkel szinezve
van két olyan haromszog, melyek élei azonos szintiek! (A két haromszog
szine persze lehet kiilonbozd!)
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Bizonyitsuk be, hogy hat irracionalis szam koz6tt mindig van hérom,
melyek koziil barmely kett6 6sszege irracionélis.

Bizonyitsuk be, hogy egy hat pontu graf éleit pirossal/kékkel szinezve
van a grafban egyszind négy hosszusagu kor!

Bizonyitsuk be, hogy egy 17 pontu graf éleit pirossal/kékkel/zolddel
szinezve van olyan haromszog, melynek élei azonos szintek!

Egy dél-amerikai indidn torzsben minden évben a kdvetkezGképpen va-
lasztanak f6nokot: mindenki mindenkivel meskat (egy logikai jatékot)
jatszik. Az lehet az adott évben fénokjelolt, aki a torzs tobbi tag-
jat vagy legy6zte, vagy akitsl kikapott, az vereséget szenvedett valaki
olyantol, akit a fénokjelolt legy6zétt.

Bizonyitsuk be, hogy minden évben tudnak f6nokot valasztani, vagyis
mindig van legalabb 1 fénokjelolt!

Bizonyitsuk be, hogy egy tenisz kormérkézés résztvevéit sorba lehet tgy
allitani, hogy mindenki mogott kozvetleniil olyan alljon, akit legy6zott!

Egy 78 tagt tarsasagban mindenki legalabb 6t embert ismer. A tarsasa-
got hat személyes asztalokhoz iiltetik. Bizonyitsuk be, hogy van olyan
iiltetés, amelyben legaldabb egy asztalnal mindenki ismeri a kozvetlen
mellette l6t! (Ismeretség kolesonds)

Egy grafban nincsen kor. Lassuk be hogy ekkor a grafban van els6foka
pont!

Egy bélyeggyiijté bulin 6t hazaspar van. Az egyik férj mindenkit —
még a sajat feleségét is — megkérdezi, hany embert nem ismer. Csupa
kiilonboz6 valaszt kap. Mennyit mondott a feleség? (Az ismeretség
kolesonos. )

Egy 5 tagi csoportban barmely 4 ember koziil 3 ismeri egymaést. Bi-
zonyitsuk be, hogy létezik a tarsasdgban 4 ember is, akik kolcsonosen
ismerik egymast!
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A kémidban alkdnoknak nevezik a metant, etant, ... azokat a vegyiile-
teket, melyek a C, Hs, 1o képlettel irhatoak le. Ismert, hogy a szénnek
4, a hidrogénnek 1 a vegyértéke. Adjuk meg azt a legkisebb n—et
melyre kétféle alkan (izomer) is létezik!

Tegyiik fel, hogy egy n pontu grafban tébb mint ”Iz él van. Bizonyitsuk
be, hogy a grafban van haromszog!

Induljon ki a sik egy pontjabol 2n félegyenes. Bizonyitsuk be, hogy
nem lehet tobb, mint n? olyan par, melyek szoge nagyobb mint 120°!

Egy orszag minden varosat vagy busz- vagy vastutvonal koti ossze. Bi-
zonyitsuk be, hogy az orszig bejarhato vagy busszal vagy vasuttal!

Skatulyaelv

Bizonyitsuk be, hogy 6t egymést kévets egész szamot két szinnel szi-
nezve, e szamokbol kivalaszthato egy 3-tagt szdmtani sorozat, melynek
els6 két tagja azonos szint!

Bizonyitsuk be, hogy hét egymést kovets egész szamot harom szinnel
szinezve, e szamokbol kivalaszthato egy 3-tagt szamtani sorozat, mely-
nek elsé két tagja azonos szint!

Bizonyitsuk be, hogy Budapesten van két olyan (nem kopasz) ember,
akinek ugyanannyi hajszéla van!

Héany embernek kell élnie egy kontinensen, hogy biztosan legyen kozot-
tiik ketts, akiknek a fogazata pontosan ugyanolyan?

Egységsugara korlapra 7 pontot helyeztiink el. Igazoljuk, hogy van
kettd kozottiik, melyek téavolsdga nem nagyobb, mint 1.

Adott a sikon végtelen sok pont. Bizonyitsuk be, hogy kozottiik végte-
len sok tavolsag 1ép fel!

A 8 x 8-as sakktablan egy négyzetet két szomszédos oldalara tamaszko-
do két négyzettel L alaknak hivunk (pl. a2,b2,bl L alak). E sakktab-
lara 31 babut helyezve igazoljuk, hogy lesz olyan L alak, melyen nem
all babu!
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Egy 8 x 8cm-es négyzetbe 33 pontot elhelyezve lesz harom pont melyek
egy 2cm? nem nagyobb teriiletdi haromszoget hataroznak meg.

Bizonyitsuk be, hogy egy konvex poliédernek van két olyan lapja amely
lapokon az oldalak széma egyenld!

Bizonyitsuk be, hogy n egész szambol mindig kivalaszthatd ketts, me-
lyek kiilonbsége oszthatoé n — 1-gyel!

Bizonyitsuk be, hogy barmely n egész szam koziil kivalaszthaté néhany
(vagyis legalabb 1), melyek Osszege oszthato n-nel!

Egy forgalmas helyen a bankautomatéat atlagosan két percenként hasz-
naljak az tigyfelek reggel hat és este hat kozott. Igaz-e, hogy barmely
honapban van két olyan alkalom, hogy ugyanazt a PIN-kodot iitik be
a gépbe?

Bizonyitsuk be, hogy béarmely 6tnél nagyobb primszidmnak van olyan
tObbszorose, aminek minden szamjegye egyes!

Legfeljebb hany primszamot adhatunk meg, melyek koziil barmely ha-
rom Osszege ugyancsak prim? Adjunk is meg példat!

Bizonyitsuk be, hogy a Fibonacci-sorozat utolsd6 harom szamjegyébsl
alkotott szamok sorozata valahonnan kezdve periodikus!

Legyen p primszam, és vegyiik a négyzetes maradékok M halmazat.
( Azok a négyzetes maradékok, melyek a négyzetszamok p-vel osztasi
maradékai. Pl. p = 7 esetén ezek 0,1,2,4.) Bizonyitsuk be, hogy
minden 0, 1, ..., p—1 maradék két ( nem feltétlen kiilonb6z6) négyzetes
maradék Osszege! (Pl. p =7 esetén az 1 maradék a 4 + 4.)

Néhany egyszertibb kombinatorikus algoritmussal kapcsolatos
feladat

Egy tornasorban 65 gyerek all. Lehet-e a 66. gyereket 6 0sszehasonli-
téssal a tornasorba illeszteni?
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Egy p(x) polinomra p(0) = —2,4 és p(1) = 0, 5. Lehet-e kilenc 1épésben
1/1000 pontossaggal megéllapitani a(z egyik) gyokét?

Karéacsony el6tt egy bevasarlokozpontban olyan sokat vasaroltunk, hogy
a szamla hossza 1,2m lett. Az erszényiinkbe 10cm-es vagy annal ro-
videbb szamlat tudunk elrakni. Hany Osszehajtassal lehet a szamlat
elrakni? Elemezziik a feladatot abbdl a szempontbol, hogy milyen ko-
zépiskolai fogalmat tudunk igy motivalni!

Lehet-e 6 szorzés segitségével x8-t kiszamitani, ha = adott? Mi lenne
az altalanos modszer? (Ami nem a legjobb.)

Lerajzoltunk vizszintesen egy vasuti sinpart és két — ra merdleges —
leagazast. Jobbrol négy vagon, 1,2, 3,4 jeld érkezik. A vizszintes vona-
lon csak jobbroél balra, a ledgazasokon fol- és lemozoghatnak a vagonok.
Van-e olyan eljaras amivel az 1,2, 3,4 barmely permutaciéja balra ki-
futhat?

Ha harom ledgazas van, hany vagon Osszes permutacioja futhat ki?
Elemezziik a feladatot az altaldnos esetben is!

27 pénzérme kozil egykonnyebb a tobbinél. Egy kétkart mérleggel
lehet-e harom méréssel a hamisat kivalasztani? Mi a helyzet 22 pénz-
érme esetén? 16 pénzérménél?

Adott 10 zsak, egy zsdkban 9 grammos (megnyirt) aranypénzek vannak,
a tobbiekben "rendes" 10 grammosak. Egy silymérg segitségével meg
lehet-e hatarozni, hogy melyik zsdkban van a hamis pénzérme?

128 ember koziil egy ebola virussal fert6zott. Egy tesztcsik kimutatja a
virus jelenlétét, de csak 7 all rendelkezésre. Mindenkitsl vért vesznek.
Kémcss szamtalan van, a tesztcsikok egyszer hasznalatosak. Ki lehet-e
mutatni a fert6zott személyt?

Legyen Fy = 0; Fy = 1és F,.1 = F, + F,_1 az ismert Fibonacci

sorozat. Igazoljuk, hogy minden természetes szam felirhato egy vagy
tobb kiilonbozd F,, segitségével. Adjunk is egy eljarast erre a felirdsra!
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